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EJERCICIO 1 (minuto 13:10) 

Demostrar que: 

൛𝝓ሺ𝒕,𝒙ሬሬ⃗ ሻ ; 𝝓ሺ𝒕,𝒚ሬሬ⃗ ሻൟ ൌ 𝟎 

൛𝝅ሺ𝒕,𝒙ሬሬ⃗ ሻ ; 𝝅ሺ𝒕,𝒚ሬሬ⃗ ሻൟ ൌ 𝟎 

 

Fórmula 38.6 del Formulario de Crul del Curso de Mecánica Teórica de Javier 

ሼ𝐴 ; 𝐵ሽ ൌ න 𝑑𝑥 ቆ
𝛿𝐴

𝛿𝜙ሺ௫ሻ

𝛿𝐵
𝛿𝜋ሺ௫ሻ

െ
𝛿𝐴

𝛿𝜋ሺ௫ሻ

𝛿𝐵
𝛿𝜙ሺ௫ሻ

ቇ 

Haciendo un análisis unidimensional, para un dado tiempo t 

൛𝜙ሺ௫ሻ ; 𝜙ሺ௬ሻൟ ൌ න 𝑑𝑧 ቆ
𝛿𝜙ሺ௫ሻ

𝛿𝜙ሺ௭ሻ

𝛿𝜙ሺ௬ሻ

𝛿𝜋ሺ௭ሻ
െ

𝛿𝜙ሺ௫ሻ

𝛿𝜋ሺ௭ሻ

𝛿𝜙ሺ௬ሻ

𝛿𝜙ሺ௭ሻ
ቇ 

Si tenemos un funcional F tal que depende de , y que da como imagen el valor del campo en x: 

𝐹ൣథሺೣሻ൧ ൌ 𝜙ሺ௫ሻ 

Calcular la derivada respecto a un campo nuevo, , del que el funcional no depende, en otro punto sería: 

𝛿𝜙ሺ௫ሻ

𝛿𝜋ሺ௭ሻ
ൌ lim

ఌ→଴

1
𝜀

ቀ𝜙ሺ௫ሻห
గାఌ

െ 𝜙ሺ௫ሻห
గ

ቁ 

Pero como decíamos, 𝜙ሺ௫ሻ no depende de , por lo que el límite tiende a 0 

𝛿𝜙ሺ௫ሻ

𝛿𝜋ሺ௭ሻ
ൌ 0 

൛𝜙ሺ௫ሻ ; 𝜙ሺ௬ሻൟ ൌ න 𝑑𝑧 ቆ
𝛿𝜙ሺ௫ሻ

𝛿𝜙ሺ௭ሻ
0 െ 0

𝛿𝜙ሺ௬ሻ

𝛿𝜙ሺ௭ሻ
ቇ 

൛𝝓ሺ𝒙ሻ ; 𝝓ሺ𝒚ሻൟ ൌ 𝟎  

Del mismo modo: 

൛𝜋ሺ௫ሻ ; 𝜋ሺ௬ሻൟ ൌ න 𝑑𝑧 ቆ
𝛿𝜋ሺ௫ሻ

𝛿𝜙ሺ௭ሻ

𝛿𝜋ሺ௬ሻ

𝛿𝜋ሺ௭ሻ
െ

𝛿𝜋ሺ௫ሻ

𝛿𝜋ሺ௭ሻ

𝛿𝜋ሺ௬ሻ

𝛿𝜙ሺ௭ሻ
ቇ 

൛𝜋ሺ௫ሻ ; 𝜋ሺ௬ሻൟ ൌ න 𝑑𝑧 ቆ0
𝛿𝜋ሺ௬ሻ

𝛿𝜋ሺ௭ሻ
െ

𝛿𝜋ሺ௫ሻ

𝛿𝜋ሺ௭ሻ
0ቇ 

൛𝝅ሺ𝒙ሻ ; 𝝅ሺ𝒚ሻൟ ൌ 𝟎  
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EJERCICIO 2 (21:49) 

Calcular:  

ൣ𝝓ሺ𝒕𝟏,𝒙ሬሬ⃗ 𝟏ሻ ; 𝝓ሺ𝒕𝟐,𝒙ሬሬ⃗ 𝟐ሻ൧ 

 

𝜙ሺ௧భ,௫⃗భሻ ൌ න
𝑑ଷ𝑘

ሺ2𝜋ሻଷ

1

ඥ2𝜔௞

ቀ𝑎൫௞ሬ⃗ ൯𝑒ି௜௞௫భ ൅ 𝑎
൫௞ሬ⃗ ൯
ற 𝑒௜௞௫భቁ 

𝜙ሺ௧మ,௫⃗మሻ ൌ න
𝑑ଷ𝑘

ሺ2𝜋ሻଷ

1

ඥ2𝜔௞

ቀ𝑎൫௞ሬ⃗ ൯𝑒ି௜௞௫మ ൅ 𝑎
൫௞ሬ⃗ ൯
ற 𝑒௜௞௫మቁ 

ൣ𝜙ሺ௧భ,௫⃗భሻ ; 𝜙ሺ௧మ,௫⃗మሻ൧ ൌ ቈන
𝑑ଷ𝑘

ሺ2𝜋ሻଷ

1

ඥ2𝜔௞

ቀ𝑎൫௞ሬ⃗ ൯𝑒ି௜௞௫భ ൅ 𝑎
൫௞ሬ⃗ ൯
ற 𝑒௜௞௫భቁ , න

𝑑ଷ𝑞
ሺ2𝜋ሻଷ

1

ඥ2𝜔௤
ቀ𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ𝑒ି௜௞௫మ ൅ 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ

ற 𝑒௜௞௫మቁ቉ 

ൣ𝜙ሺ௧భ,௫⃗భሻ ; 𝜙ሺ௧మ,௫⃗మሻ൧ ൌ න
𝑑ଷ𝑘

ሺ2𝜋ሻଷ

1

ඥ2𝜔௞

න
𝑑ଷ𝑞

ሺ2𝜋ሻଷ

1

ඥ2𝜔௤
ቂ ቀ𝑎൫௞ሬ⃗ ൯𝑒ି௜௞௫భ ൅ 𝑎

൫௞ሬ⃗ ൯
ற 𝑒௜௞௫భቁ , ቀ𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ𝑒ି௜௞௫మ ൅ 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ

ற 𝑒௜௞௫మቁቃ 

 

ቂ ቀ𝑎൫௞ሬ⃗ ൯𝑒ି௜௞௫భ ൅ 𝑎
൫௞ሬ⃗ ൯
ற 𝑒௜௞௫భቁ , ቀ𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ𝑒ି௜௞௫మ ൅ 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ

ற 𝑒௜௞௫మቁቃ

ൌ ቂ ቀ𝑎൫௞ሬ⃗ ൯𝑒ି௜௞௫భቁ , ൫𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ𝑒ି௜௞௫మ൯ቃ ൅ ቂ ቀ𝑎൫௞ሬ⃗ ൯𝑒ି௜௞௫భቁ , ቀ𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ
ற 𝑒௜௞௫మቁቃ

൅ ቂ ቀ𝑎
൫௞ሬ⃗ ൯
ற 𝑒௜௞௫భቁ , ൫𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ𝑒ି௜௞௫మ൯ቃ ൅ ቂ ቀ𝑎

൫௞ሬ⃗ ൯
ற 𝑒௜௞௫భቁ , ቀ𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ

ற 𝑒௜௞௫మቁቃ 

Como: 

ቂ 𝑎൫௞ሬ⃗ ൯, 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻቃ ൌ ቂ 𝑎
൫௞ሬ⃗ ൯
ற , 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ

ற ቃ ൌ 0 

ቂ 𝑎൫௞ሬ⃗ ൯, 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ
ற ቃ ൌ ሺ2𝜋ሻଷ𝛿

൫௞ሬ⃗ ି௤ሬ⃗ ൯
ሺଷሻ

 

Entonces: 

ቂ ቀ𝑎൫௞ሬ⃗ ൯𝑒ି௜௞௫భ ൅ 𝑎
൫௞ሬ⃗ ൯
ற 𝑒௜௞௫భቁ , ቀ𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ𝑒ି௜௞௫మ ൅ 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ

ற 𝑒௜௞௫మቁቃ

ൌ 0 ൅ 𝑒ି௜௞௫భ𝑒௜௞௫మ ቂ 𝑎൫௞ሬ⃗ ൯, 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ
ற ቃ ൅ 𝑒௜௞௫భ𝑒ି௜௞௫మ ቂ 𝑎

൫௞ሬ⃗ ൯
ற , 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻቃ ൅ 0 

ቂ ቀ𝑎൫௞ሬ⃗ ൯𝑒ି௜௞௫భ ൅ 𝑎
൫௞ሬ⃗ ൯
ற 𝑒௜௞௫భቁ , ቀ𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ𝑒ି௜௞௫మ ൅ 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ

ற 𝑒௜௞௫మቁቃ ൌ 𝑒ି௜௞௫భ𝑒௜௞௫మ ቂ 𝑎൫௞ሬ⃗ ൯, 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ
ற ቃ െ 𝑒௜௞௫భ𝑒ି௜௞௫మ ቂ𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ, 𝑎

൫௞ሬ⃗ ൯
ற ቃ 

ቂ ቀ𝑎൫௞ሬ⃗ ൯𝑒ି௜௞௫భ ൅ 𝑎
൫௞ሬ⃗ ൯
ற 𝑒௜௞௫భቁ , ቀ𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ𝑒ି௜௞௫మ ൅ 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ

ற 𝑒௜௞௫మቁቃ ൌ 𝑒௜௞ሺ௫మି௫భሻ ቂ 𝑎൫௞ሬ⃗ ൯, 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ
ற ቃ െ 𝑒ି௜௞ሺ௫మି௫భሻ ቂ𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ, 𝑎

൫௞ሬ⃗ ൯
ற ቃ 

ቂ ቀ𝑎൫௞ሬ⃗ ൯𝑒ି௜௞௫భ ൅ 𝑎
൫௞ሬ⃗ ൯
ற 𝑒௜௞௫భቁ , ቀ𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ𝑒ି௜௞௫మ ൅ 𝑎ሺ௤ሬ⃗ ሻ

ற 𝑒௜௞௫మቁቃ ൌ 𝑒௜௞ሺ௫మି௫భሻሺ2𝜋ሻଷ𝛿
൫௞ሬ⃗ ି௤ሬ⃗ ൯
ሺଷሻ െ 𝑒ି௜௞ሺ௫మି௫భሻሺ2𝜋ሻଷ𝛿

൫௤ሬ⃗ ି௞ሬ⃗ ൯
ሺଷሻ

 

Considerando que la función delta es par 
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ൣ𝜙ሺ௧భ,௫⃗భሻ ; 𝜙ሺ௧మ,௫⃗మሻ൧ ൌ න
𝑑ଷ𝑘

ሺ2𝜋ሻଷ

1

ඥ2𝜔௞

න
𝑑ଷ𝑞

ሺ2𝜋ሻଷ

1

ඥ2𝜔௤
ቀ𝑒௜௞ሺ௫మି௫భሻሺ2𝜋ሻଷ𝛿

൫௞ሬ⃗ ି௤ሬ⃗ ൯
ሺଷሻ െ 𝑒ି௜௞ሺ௫మି௫భሻሺ2𝜋ሻଷ𝛿

൫௞ሬ⃗ ି௤ሬ⃗ ൯
ሺଷሻ ቁ 

ൣ𝜙ሺ௧భ,௫⃗భሻ ; 𝜙ሺ௧మ,௫⃗మሻ൧ ൌ න
𝑑ଷ𝑘

ሺ2𝜋ሻଷ

1

ඥ2𝜔௞
൫𝑒௜௞ሺ௫మି௫భሻ െ 𝑒ି௜௞ሺ௫మି௫భሻ൯ න

𝑑ଷ𝑞

ඥ2𝜔௤
𝛿

൫௞ሬ⃗ ି௤ሬ⃗ ൯
ሺଷሻ

 

ൣ𝜙ሺ௧భ,௫⃗భሻ ; 𝜙ሺ௧మ,௫⃗మሻ൧ ൌ න
𝑑ଷ𝑘

ሺ2𝜋ሻଷ

1

ඥ2𝜔௞
൫𝑒௜௞ሺ௫మି௫భሻ െ 𝑒ି௜௞ሺ௫మି௫భሻ൯

1

ඥ2𝜔௞
 

ൣ𝝓ሺ𝒕𝟏,𝒙ሬሬ⃗ 𝟏ሻ ; 𝝓ሺ𝒕𝟐,𝒙ሬሬ⃗ 𝟐ሻ൧ ൌ න
𝒅𝟑𝒌

ሺ𝟐𝝅ሻ𝟑

𝟏
𝟐𝝎𝒌

൫𝒆𝒊𝒌ሺ𝒙𝟐ି𝒙𝟏ሻ െ 𝒆ି𝒊𝒌ሺ𝒙𝟐ି𝒙𝟏ሻ൯  

El mismo resultado que Javier adelantara en el curso, con x1 = 0 y x2 = x 
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EJERCICIO 3 (40:22) 

Demostrar que:  

න 𝒅𝟑𝒌
𝟏

𝟐𝝎𝒌
ൌ න 𝒅𝟒𝒌 𝜹൫𝝎𝟐ି|𝒌|𝟐ି𝒎𝟐൯𝜽ሺ𝝎ሻ 

Donde: 

𝜽ሺ𝝎ሻ ൌ ቄ
𝟎 , 𝝎 ൏ 𝟎

𝟏 , 𝝎 ൒ 𝟎
 

 

න 𝑑ସ𝑘 𝛿൫ఠమି|௞|మି௠మ൯𝜃ሺఠሻ ൌ න 𝑑ଷ𝑘 න 𝑑𝜔 𝛿൫ఠమି|௞|మି௠మ൯𝜃ሺఠሻ 

 

Según una de las fórmulas 36.11 del formulario de Crul, del curso de Javier de Mecánica Teórica (y ver 

ejemplo 1 del video, minuto 33:30) 

𝛿ൣ௙ሺೣሻ൧ቚ
௨

ൌ ෍
𝛿ሺ௫ି௫೔ሻ

ห𝑓´ሺ௫೔ሻห
௜

อ
௨

 

Donde xi son las raíces de f(x) 

𝑓ሺఠሻ ൌ 𝜔ଶ െ |𝑘|ଶ െ 𝑚ଶ 

𝑓ሺఠሻሖ ൌ 2𝜔 

Las raíces son: 

𝜔ଵ ൌ ൅ඥ|𝑘|ଶ ൅ 𝑚ଶ ൌ ൅𝜔௞ 

𝜔ଶ ൌ െඥ|𝑘|ଶ ൅ 𝑚ଶ ൌ െ𝜔௞ 

𝛿ൣ௙ሺഘሻ൧ ൌ
𝛿ሺఠିఠభሻ

ห𝑓´ሺ௫೔ሻห
൅

𝛿ሺఠିఠమሻ

ห𝑓´ሺ௫೔ሻห
ൌ

𝛿൫ఠିሺାఠೖሻ൯

|2ሺ൅𝜔௞ሻ|
൅

𝛿൫ఠିሺିఠೖሻ൯

|2ሺെ𝜔௞ሻ|
 

න 𝑑𝜔 𝛿൫ఠమି|௞|మି௠మ൯𝜃ሺఠሻ ൌ න 𝑑𝜔 ቆ
𝛿൫ఠିሺାఠೖሻ൯

|2ሺ൅𝜔௞ሻ|
൅

𝛿൫ఠିሺିఠೖሻ൯

|2ሺെ𝜔௞ሻ|
ቇ 𝜃ሺఠሻ

ൌ න 𝑑𝜔
𝛿൫ఠିሺାఠೖሻ൯

|2ሺ൅𝜔௞ሻ|
𝜃ሺఠሻ ൅ න 𝑑𝜔

𝛿൫ఠିሺିఠೖሻ൯

|2ሺെ𝜔௞ሻ|
𝜃ሺఠሻ ൌ

1
2𝜔௞

൫𝜃ሺାఠೖሻ ൅ 𝜃ሺିఠೖሻ൯

ൌ
1

2𝜔௞
ሺ1 ൅ 0ሻ 

න 𝒅𝟒𝒌 𝜹൫𝝎𝟐ି|𝒌|𝟐ି𝒎𝟐൯𝜽ሺ𝝎ሻ ൌ න 𝒅𝟑𝒌
𝟏

𝟐𝝎𝒌
 

 


